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KN Verificare che la funzione 3x+ Inx & strettamente crescente. Detta gla funzione inversa, calcolare g’(3).

soluzione

BN 12 funzione flx) =3x+ Inx ¢ definita e continua nell'intervallo ]0; + [. La sua derivata prima vale f”(x) =
1 _
=3+ —. Poiché f"(x) >0 nel dominio, la funzione ¢ strettamente crescente.
X

Pertanto si tratta di una funzione biunivoca per la quale esiste la funzione inversa g.

Per il teorema sulla derivata della funzione inversa risulta: g’(y;,) = con ), = f(xp).

1
(%)
Se ), =3, X soddisfa I'equazione 3x;, + In = 3. Quest'ultima € un’equazione trascendente. Si osserva che
Xy=1 € una sua soluzione che ¢ unica per la stretta monotonia della funzione corrispondente. Si ricava

1 1 1
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1

che allora che g’(3) =
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BEN Si consideri la seguente implicazione: «Se la funzione reale di variabile reale f(x) & derivabile nel punto a
allora € continua in a». Come noto, essa enuncia un importante teorema di analisi matematica. Enunciare
le implicazioni inversa, contronominale e contraria dell'implicazione considerata e dire di ciascuna di esse
se si tratta di un teorema. Quando non lo ¢ fornire un esempio che chiarisca la situazione.

soluzione

BN Date due proposizioni p e ¢, si chiama implicazione il connettivo logico p— ¢ che si esprime nella forma
linguistica «se € vera l'ipotesi p allora € vera la tesi g». Sono definite rispettivamente implicazione contra-
ria, contronominale e inversa le implicazioni seguenti: non p— non ¢, non g—non p, g— p. Considerata
I'implicazione diretta «Se la funzione reale di variabile reale f(x) ¢ derivabile nel punto a allora € continua
in a», 'implicazione contraria €: «Se la funzione reale di variabile reale f(x) non € derivabile nel punto a
allora non € continua in a». Tale implicazione non € un teorema poiché la non derivabilita non implica la
non continuita della funzione. Per esempio, considerata la funzione reale f(x) = | x|, essa non & derivabile

nel punto x=0 ma in esso ¢ continua. Si enuncia I'implicazione contronominale della implicazione diretta
nel seguente modo: «Se la funzione reale di variabile reale f(x) non € continua nel punto a allora non ¢
derivabile in a». Si tratta in questo caso di un teorema: la continuita della funzione € una condizione neces-
saria per la derivabilita. In ultimo, I'implicazione inversa e: «Se la funzione reale di variabile reale f(x) ¢
continua nel punto a allora € derivabile in a». Tale implicazione non € un teorema. Basti pensare nuova-
mente alla funzione f(x)= |x|: tale funzione € continua nel punto x=0 ma in esso non ¢ derivabile.
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Si dia una definizione di retta tangente ad una curva. Successivamente, si dimostri che la curva y= xsenx
¢ tangente alla retta y= x quando senx=1 ed ¢ tangente alla retta y= — x quando senx= —1.

Si trovi 'equazione della retta tangente alla curva di equazioni parametriche x=e'+2 e y=e '+ 3 nel
suo punto di coordinate (3; 4).

soluzione

La retta tangente a una curva si puo definire come la posizione limite della secante, cioe, detto P il punto
di tangenza, gl_‘)flp 1p o (con Q appartenente alla curva) dove 7p ¢ € la retta passante per i punti Pe Q. La

generica retta tangente a una funzione y= f(x) in un suo punto (#, f(H) € y— f(H=[f"(D(x— 1), quindi
in questo caso, tenendo conto che Dxsenx=senx+ xcos X, si ha: y— tsent=(sent+ tcos H(x— 1). Se
sen =1 allora cos =0, quindi, sostituendo, si ha, y— t=x—t, da cui y= x, come richiesto. Si ha cost=0
anche se sen t= — 1, quindi, sostituendo, si trova y+ t= — x+ ¢, quindi y= — x.

Ricavando e’ dalla prima equazione e sostituendo nella seconda si ottiene y=
rappresenta effettivamente una curva che passa per il punto (3; 4).

> + 3. Questa equazione
x_

Poiché y'(x) = — W, allora il coefficiente angolare della retta tangente in (3; 4) ¢ — W =—1.1a
X— 4 o unV/

retta tangente & quindi y— 4= — (x—3), cio¢ y=—x+7.
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BEN sia data la funzione
f: A= R (con A sottoinsieme proprio di R) derivabile Vx& A.

Discuti la verita della seguente proposizione dando esauriente motivazione e riferendo almeno un esem-

pio:

«condizione necessaria e sufficiente affinché fsia crescente (decrescente) su A € che risulti

S0>0(f(0<0) VXE A».

soluzione




BN Una funzione [+ A—> R si dice crescente su A se f(xy) < flxg) Vi, x5 € A con x; < x,.
La funzione f, derivabile in A, puo essere crescente su A e avere derivata nulla in qualche punto. Per
esempio la funzione f(x)=x3, xE[—1; 1], & crescente sull'intervallo [—1; 1] ma f7(0) = 0. Pertanto la con-
dizione f"(x) >0 Vx& A non € necessaria.
Se la derivata di f¢ positiva VXE A puo tuttavia accadere che f(xy) > f(x,) per qualche x;, x, € A, x; < x5

- 1 . _ o
Per esempio la funzione f(x)= — = x€ (R —{0}), € derivabile in tutto il dominio pero f(—1)> f(1) pur

essendo —1<1. Questa funzione & crescente nei due sottoinsiemi disgiunti R™ ed R* ma non su
(R —{0}. Pertanto la condizione f"(x)>0 Vx& A non ¢ sufficiente.
La proposizione ¢ dunque falsa.

yl\ 3 yl\ B 1
y=x | oy=E—x

y>
X

a. b. <« Figura 8.
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Sessione straordinaria

BN Dimostrare il seguente teorema: «Condizione sufficiente ma non necessaria affinché la funzione reale di va-
riabile reale f(x) sia continua nel punto a ¢ che sia derivabile in a.

BEN Si vuole dimostrare che, data una funzione reale di variabile reale f(x), se essa € derivabile nel punto
x=a, allora & in esso continua. Per definizione di derivata di una funzione nel punto x= a, esiste

Sla+ b)— f(h)
h

ed ¢ finito il limite del rapporto incrementale: l};g})

fa+ b — fla)
b

. fatbh-f@ 1 . [fatbh—fo |
lim [f(a,)+ p b|=lim f(a)+1im p bl=f(@+[(@-0=f(a.

= f"(a). Si consideri I'identita

Sta+ b= fla)+

» b. Si calcoli il limite per h— 0 del secondo membro:

Poiché i membiri dell'identita sono uguali, si puo dedurre che esiste il limite 1};1_1)}) fla+ b) e vale:
lél_l)rlo fla+ b)= fla).
Posto a+ h=x, se h—0 si ha che x— a.

Sostituendo nella precedente espressione:
lim f(x) = f(a),
xX—a
pertanto la funzione e continua nel punto x= a.
In generale non vale il viceversa, cioé non € detto che una funzione continua in un punto € in esso

derivabile. Per esempio, la funzione f(x) = |x| ¢ continua nel punto x=0 ma non ¢ derivabile; infatti
lirr(l) |x| = |O| =0 ma fZ(0)=— 1, mentre [} (0)=1.
X
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WA Verificate che le due funzioni f(x) = 3logx e g(x) =log(2x)> hanno la stessa derivata. Quale giustifica-
zione ne date?

soluzione

A 1n base alle proprieta dei logaritmi si puo trasformare g(x) come segue:
2(x) =log(2x)® = 3log(2x) = 3log2 + 3log x=31log 2 + f(x)

Pertanto g(x) e f(x) differiscono solamente per la costante 3log2 e avranno quindi la stessa derivata:

1A — 1-’_1
g'(0)=[f"(x -
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BA Determinare il dominio di derivabilita della funzione f(x) = |2 —1] soluzione

BA 1. funzione S0 = |x2 —1 | ha campo di esistenza reale e puo essere scritta come:

B x:—1 per x=—1vx=1
fo) = 5
—x*+1 per —1<x<1
Essa € continua nei punti x=—1 e x=1, p01chexl_1)1111 fo= xl_l)Ipr (X)=0e ig}l_ S0 = }g}l S)=0,ed e

quindi continua su tutto R.
Si calcola ora la derivata di f(x) per x# * 1 con le regole di derivazione:

2x per x<—1vx>1
—2x per —1<x<lI

S o= {
Si osserva che nei punti x= — 1 e x=1, i limiti sinistri e destri della funzione f’(x) non coincidono. Infatti:

lim f(x)=-2 lim f(x)=2;
: 1t

x——1"
A
Si puo allora concludere che la funzione f(x)= |x2 — 1| é derivabile in R escluso nei punti x =—1 e

x=1.
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. x—1

BN Si dimostri, calcolandone la derivata, che la funzione f(x) = arctgx — arctg 1 ¢ costante, indi si calcoli

il valore di tale costante. *

soluzione

BN 11 campo di esistenza della funzione & R — {—1J.

Calcoliamo la derivata:

D[ e aret (x—l)] 1 1 (x+1—x+1
arctg X — arc = - : - : : =
: A T eV (x+ 17
(x+ 1?
1 2(x+1)? N T 0

T 14x2 20+ a)(x+12 1+a2 1+ a2

Avendo derivata nulla la funzione € costante, nei tratti in cui € definita. Per trovare le costanti basta sosti-
tuire un valore qualsiasi alla x per ognuno degli intervalli di esistenza, per esempio 0 e —2.

t - tg(—=1)=0 ( ) =
arctg () — arc = () —| —m— | =
g AN .

arctg(—2) —arctg (3) = — %’n’.
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BN Dimostra la seguente proposizione:

Se fé una funzione strettamente positiva, derivabile in tutto il suo dominio e tale che, f'(x) = flx) — [ 0P,

allora la funzione reciproca f(x) = soddisfa la seguente relazione:

. -

f(x)
10+ fi0 = 1.

Se eliminiamo l'ipotesi «strettamente positiva» la proposizione € ancora vera?

soluzione

Dalle ipotesi su fdeduciamo immediatamente che £ esiste per tutti i punti del dominio di f; inoltre:

1
()= ————= f'(.
HO= =T 1
Pertanto, poiché per ipotesi € f'(x) = f(x) — [ AX)P, si ha:
D[P | 1 1
i+ fiw = - LEZ VIR 1 evd

=— +14+——=
[fCoP S0 S0 S0

Se eliminiamo l'ipotesi «trettamente positiva» la proposizione non € vera perché la funzione £ non esiste
per quegli x tali che f(x) = 0. Naturalmente la proposizione rimane valida se la funzione data & strettamen-
te negativa.



